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Przestrzenie funkcji ciagtych

Niech Q bedzie ustalona przestrzenia topologiczna.

Przestrzen funkcji ciagtych C(Q) := {x : Q — T funkcja ciggta}
o wartosciach w ciele F = R, C wraz z dziataniami ( dziatania )

._ . okreslone
()8 = x(Oy(D). (W(e) = Ax(e) | heslone
gdzie x,y € C(Q2), A € F, jest przestrzenia liniowg nad F.

Przestrzen funkcji ciagtych i ograniczonych
Co(Q2) == {x € C(Q) : InVicalx(t)| < M}
= {x € C(Q) : sup |x(t)| < oo}
teQ

jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni C(£2), na ktérej okreslona
jest norma supremum

Ixlloo := sup [x(t)].

te
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Fakt. Zbiezno$¢ w normie || - ||c = zbieznoé¢ jednostajna

ll-llos

Xp — x <= lim [|[x, — X|l.c =0
n—oo

<= lim sup|x,(t) — x(t)| =0
Q

n—oo te

<= Ves0 Inen Vasn Sug IXa(t) — x(t)| < e
te

<= Vo0 Inen Vosn Viea [Xa(t) — x(t)| < ¢

def.
— X, =X

gdzie symbol = oznacza zbiezno$¢ jednostajna.

Prz. Ciag x,(t) = t" funkcji na [0, 1] jest zbiezny punktowo do

0, t<1 _ .. :
x(t) = {1’ P 1 Ale {x,}52; nie jest zbiezny w normie || - ||

Ciag funkcji ciggtych, jezeli jest zbiezny jednostaj-

nie, to musi by¢ zbiezny do funkcji ciagtej!
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Stw. Cp(2) z norma ||x||s = sup |x(t)| jest przestrzenia Banacha.J
teQ

Dowdd: Niech {x,}°°; C Cp(R2) ciag Cauchy. Dla kazdego t € Q

DEMOTYWATORY.PL

TWQ] kandydat w wyborach

Nikt wam tyle nie da, co ja wam naobiecuje
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Stw. Cp(2) z norma ||x|| = sup |x(t)]| jest przestrzenia Banacha.
teQ

Dowdd: Niech {x,}22; C C,(Q2) ciag Cauchy. Dla kazdego t € Q

1%n(t) — xm(t)] < sug 1Xn(5) — xm(s)| = [[Xn — Xmlloc — 0.
se

Czyli ciag liczbowy {x,(t)}5°, jest ciagiem Cauchy w ciele F. Skoro F
zupetne, to istnieje x(t) € I takie, ze x,(t) — x(t) w F. W ten sposéb
otrzymujemy funkcje liczbowa Q > t — x(t) € F, ktéra jest
.kandydatem na granice” ciagu {x,}°2;. Dla kazdego t € Q2 mamy

|xa(t) — x(t)| = lim |xp(t) — xm(t)| < limsup ||xn — Xm]|co-
m—0o m—o0
Zatem {xa}721 jest Cauchy

lim |[xp—x|loo = lim sup|xp(t)—x(t)| < lim limsup||Xxp—Xml/co =0.
n—oo n—00 4+cQ N—00 m—o0o

ll-llo<

Stad x, — x. Granica jednostajna ciagu funkgji ciagtych jest ciagta.
Czyli x € C(Q2). Co wiecej, funkcja x jest ograniczona, bo

IX]lco < [[X = Xnlloo + [[Xn]loo < 00.  Czyli x € Cp(R). .



Funkcja ciggta na zbiorze zwartym osiaga swoje kresy!
Whn. Jesli Q zwarta, to C(Q2) = Cp(R2) oraz ||x||oc = maxseq |x(t)|
(funkcja |x(t)| osiaga swoje maksimum, w szczegélnosci jest ograniczona)
Przestrzen funkcji ciggtych znikajacych w nieskonczonosci

Go(Q) == {x € C(Q) : Vouo {t € Q1 |x(t)] > &} zbior zwarty}

Prz. Funkcja x(t) = e~** nie znika
w zadnym punkcie Q = R.
Ale znika w nieskonczonosci!

~"

{teQ:|x(t)| > ¢}
Uw. Jesli Q przestrzen zwarta, to G(2) = C(Q) = C(Q2). 6/13



Stw. Gy(2) jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni Banacha
(Co(2), || - [|oo)- Zatem (Co(2), || - ||) Jest przestrzenia Banacha.

Dowdd: Niech x,y € Go(Q2) i € > 0. Zauwazmy, ze
{t:Ix(t) +y(t) > e} C{t:|x(t)] >e/2tU{t: |y(t)] >¢£/2}.

NV Vv
domkniety zbiér zwarty, jako suma dwéch zwartych

Zatem {t : |x(t) + y(t)| > e} zwarty, jako domkniety podzbiér
zbioru zwartego. Czyli x +y € G(Q2). Dla A € F zbiér

{t: | Mx(t)| = e} ={t:|x(t)] > ﬁ} zwarty, wiec Ax € Gy(Q).
Ponadto, ||x||cc = max;eq |x(t)| < oo, bo |x(t)| ciagta na zbiorze
zwartym {t : [x(t)| > e}. Zatem Go(Q2) C Cp(Q2) podprzestrzen.

,Domknietos¢”: Niech {x,}22; C Gy(Q2) ciag zbiezny do pewnego

x € Cp(Q2). Dla duzych n € N mamy |[|x, — x|l < 5 i wtedy
{t:Ix(2) > e} C{t: |x(t)] >/2}.

Stad {t : |x(t)| > €} zwarty, jako domkniety podzbiér zbioru

zwartego. Zatem x € Gy(Q). |
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Na przestrzeni dyskretnej wszystkie funkcje sg ciagte!
Ciagi to funkcje na zbiorze N!

Whn. Jesli Q = N jest przestrzenia dyskretng, to Cp(2) mozna
utozsami¢ z przestrzenia ciaggéw ograniczonych:

> = {x = (x(1),x(2), ...) : 15(2151 Ix(k)| < oo}

wyposazong w norme ||x||o := sup [x(k)|. Natomiast Cy(2)
keN

mozna utozsamic z przestrzenig ciggéw zbieznych do zera:

c = {x = (x(1),x(2),...) : kILn;Ox(k) = 0}.

Dowdd: Znikanie w nieskoficzonosci funkeji x : N — F jest

réwnowazne temu, ze ci x(k)}2° . zbiega do zera:  w przestrzeni
Qg{ ( )}k71 g eceine,

x € G(N) <= V.s0 {k € N: |x(k)| > €} zwarty = skonczony

< Vo0 HNeva>N‘X(k)’ < E<— X € Q.
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Rozwazmy réwniez przestrzen ciggéw zbieznych:
ci={x=(x(1),x(2), ) 1 3, )er kIer;ox(k) = x(00)}.

Jako ze ciagi zbiezne s3 ograniczone oraz granica zachowuje

kombinacje liniowe, to ¢ jest podprzestrzenig liniowg ¢>°. Ponadto

c jest domknieta w £>°. Aby to udowodni¢, trzeba pokaza¢, ze AL
£

.Clag zbiezny ciggéw zbieznych jest zbiezny do ciagu zbieznego
Wn. Mamy nastepujace przestrzenie Banacha

G CcCy™
z norma [|x||oo = supyen |X(K)|-

Uw. Przestrzen ciagéw skonczonych:

coo = {x = (x(1), x(2), ...,x(N),0,0,...) : N € N, x(k) € F}.
N

jest gesta podprzestrzenia przestrzeni ¢. g
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Nosénikiem funkcji x : 2 — F nazywamy zbiér domkniety

supp(x) := {t € Q: x(t) # 0}.

Prz. Jesli Q = R oraz x = 1, to supp(x) = 2.

Lem. Przestrzen funkcji ciagtych o zwartych nosnikach
C(Q) := {x € C(Q) : supp(x) jest zbiorem zwartym}
jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni Banacha Go(2).

Dowdd: C.(Q2) C G(2), gdyz {t € Q : |x(t)| = £} C supp(x)
oraz domkniety podzbiér zbioru zwartego jest zwarty. Ponadto
supp(Ax) = supp(x) dla A # 0 oraz

supp(x + y) C supp(x) U supp(y).
Stad wynika, ze C.(f2) jest przestrzenia liniowg. [
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Def. Przestrzen topologiczna € jest lokalnie zwarta
jesli kazdy punkt w Q ma otoczenie zwarte

Q jest przestrzeniag Hausdorffa jesli kazde
dwa rézne punkty maja roztaczne otoczenia.

Prz. Kazdy otwarty lub domkniety podzbiér R” jest lokalnie _xag
zwarty. Kazda przestrzen metryczna jest Hausdorffa.

Tw. (Lemat Urysohna). Q lokalnie zwarta przestrzen Hausdorffa

Jesli K C U C Q, gdzie K zwarty i U otwarty, to istnieje funkcja
ciagta h: Q — [0, 1] ze zwartym no$nikiem zawartym w U oraz
przyjmujaca wartos¢ 1 na K: supp(h) C U oraz h|x = 1.




Whn. Jesli Q lokalnie zwarta Hausdorffa, to C.(Q2) = Go(Q).
Zatem (Gy(R2) jest uzupetnieniem C.(Q) w normie supremum.

Dowdd: Niech x € G5(2). Dla kazdego n potézmy
K, = {t:|x(t)| > 1/n}, U, :={t:|x(t)| >1/(n+1)}.
Wtedy K, zwarty, U, otwarty oraz K,, C U,. Na mocy Lematu
Urysohna istnieje h, € C.() taka, ze 0 < h < 1, h,|x, = 1 oraz
supp(h,) C U,. Kfadac x, := x - h, mamy x, € C(Q) oraz
[xa—x]loo = sup [x(£)h(t)—x(t)] = sup |x(t)h(t)—x(t)] <2/n.
teQ teQ\ Ky

Zatem {x,}22; C C.(Q) zbiega do x € G(Q). |

Prz. Dla przestrzeni dyskretnej Q = N przestrzen funkcji C.(Q2)
mozemy utozsami z przestrzenia ciggéw skonczonych:

co = {x = (x(1),x(2),...,x(N),0,0,...) : N € N, x(k) € F}.

W szczegdlnosci, coo jest gesta podprzestrzenia przestrzeni c.




Podsumowanie (Sciggawka)

C(Q) - przestrzen funkgji ciagtych (przestrzen liniowa)

przestrzenie
Banacha z norma
l[x[|oo = sup [x(t)|
teQ

Cp(R2) - przestrzen funkgji ciagtych i ograniczonych
Co(Q2) - przestrzen funkcji ciagtych i znikajacych w oo
(

C.(Q) - przestrzen funkgji ciagtych o zwartych nosnikach
C.() € G(Q) € G(Q) € C(@)

Q zwarta <= C.(Q) = G(Q) = Cp(Q2) = C(Q)

Q lokalnie zwarta Hausdorffa = C, (Q)|| ~_q (Q)

(> - przestrzen ciggdw ograniczonych
L., bie h przestrzenie Banacha z norma
- przestrzen ciggdw zbleznyc lIX[|oo = fZﬁ;'X(k”

Co - przestrzen ciagdw zbieznych do zera

Coo - przestrzen ciggdw skonczonych (niezupetna)

coo € o = Gool e C ¢ C 4
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