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Przestrzenie funkcji ci¡gªych

Niech Ω b¦dzie ustalon¡ przestrzeni¡ topologiczn¡.

Przestrze« funkcji ci¡gªych C (Ω) := {x : Ω→ F funkcja ci¡gªa}
o warto±ciach w ciele F = R,C wraz z dziaªaniami

(x+y)(t) := x(t)+y(t), (λx)(t) := λx(t)

 dziaªania

okre±lone

punktowo!


gdzie x , y ∈ C (Ω), λ ∈ F, jest przestrzeni¡ liniow¡ nad F.

Przestrze« funkcji ci¡gªych i ograniczonych

Cb(Ω) := {x ∈ C (Ω) : ∃M∀t∈Ω|x(t)| ¬ M}

= {x ∈ C (Ω) : sup
t∈Ω
|x(t)| <∞}

jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni C (Ω), na której okre±lona
jest norma supremum

‖x‖∞ := sup
t∈Ω
|x(t)|.
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Fakt. Zbie»no±¢ w normie ‖ · ‖∞ ≡ zbie»no±¢ jednostajna

xn
‖·‖∞−→ x ⇐⇒ lim

n→∞
‖xn − x‖∞ = 0

⇐⇒ lim
n→∞

sup
t∈Ω
|xn(t)− x(t)| = 0

⇐⇒ ∀ε>0 ∃N∈N ∀n>N sup
t∈Ω
|xn(t)− x(t)| < ε

⇐⇒ ∀ε>0 ∃N∈N ∀n>N ∀t∈Ω |xn(t)− x(t)| < ε

def⇐⇒ xn ⇒ x

gdzie symbol ⇒ oznacza zbie»no±¢ jednostajn¡.

Prz. Ci¡g xn(t) = tn funkcji na [0, 1] jest zbie»ny punktowo do

x(t) =

{
0, t < 1

1, t = 1
. Ale {xn}∞n=1 nie jest zbie»ny w normie ‖ · ‖∞.

Ci¡g funkcji ci¡gªych, je»eli jest zbie»ny jednostaj-
nie, to musi by¢ zbie»ny do funkcji ci¡gªej!
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Stw. Cb(Ω) z norm¡ ‖x‖∞ = sup
t∈Ω
|x(t)| jest przestrzeni¡ Banacha.

Dowód: Niech {xn}∞n=1 ⊆ Cb(Ω) ci¡g Cauchy. Dla ka»dego t ∈ Ω

|xn(t)− xm(t)| ¬ sup
s∈Ω
|xn(s)− xm(s)| = ‖xn − xm‖∞

n,m→∞−→ 0.

Czyli ci¡g liczbowy {xn(t)}∞n=1 jest ci¡giem Cauchy w ciele F.
Skoro F zupeªne, to istnieje x(t) ∈ F takie, »e xn(t)→ x(t) w F.
W ten sposób otrzymujemy funkcj¦ liczbow¡ Ω 3 t 7→ x(t) ∈ F,
która jest �kandydatem na granic¦� ci¡gu {xn}∞n=1.
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Stw. Cb(Ω) z norm¡ ‖x‖∞ = sup
t∈Ω
|x(t)| jest przestrzeni¡ Banacha.

Dowód: Niech {xn}∞n=1 ⊆ Cb(Ω) ci¡g Cauchy. Dla ka»dego t ∈ Ω

|xn(t)− xm(t)| ¬ sup
s∈Ω
|xn(s)− xm(s)| = ‖xn − xm‖∞

n,m→∞−→ 0.

Czyli ci¡g liczbowy {xn(t)}∞n=1 jest ci¡giem Cauchy w ciele F. Skoro F
zupeªne, to istnieje x(t) ∈ F takie, »e xn(t)→ x(t) w F. W ten sposób

otrzymujemy funkcj¦ liczbow¡ Ω 3 t 7→ x(t) ∈ F, która jest

�kandydatem na granic¦� ci¡gu {xn}∞n=1. Dla ka»dego t ∈ Ω mamy

|xn(t)− x(t)| = lim
m→∞

|xn(t)− xm(t)| ¬ lim sup
m→∞

‖xn − xm‖∞.

Zatem

lim
n→∞

‖xn−x‖∞ = lim
n→∞

sup
t∈Ω
|xn(t)−x(t)| ¬ lim

n→∞
lim sup
m→∞

‖xn−xm‖∞ =

{xn}∞n=1 jest Cauchy

0.

St¡d xn
‖·‖∞−→ x . Granica jednostajna ci¡gu funkcji ci¡gªych jest ci¡gªa.

Czyli x ∈ C (Ω). Co wi¦cej, funkcja x jest ograniczona, bo

‖x‖∞ ¬ ‖x − xn‖∞ + ‖xn‖∞ <∞. Czyli x ∈ Cb(Ω). �
5 / 13



Funkcja ci¡gªa na zbiorze zwartym osi¡ga swoje kresy!

Wn. Je±li Ω zwarta, to C (Ω) = Cb(Ω) oraz ‖x‖∞ = maxt∈Ω |x(t)|
(funkcja |x(t)| osi¡ga swoje maksimum, w szczególno±ci jest ograniczona)

Przestrze« funkcji ci¡gªych znikaj¡cych w niesko«czono±ci

C0(Ω) :=
{
x ∈ C (Ω) : ∀ε>0 {t ∈ Ω : |x(t)| ­ ε} zbiór zwarty

}
Prz. Funkcja x(t) = e−t

2
nie znika

w »adnym punkcie Ω = R.
Ale znika w niesko«czono±ci!

Uw. Je±li Ω przestrze« zwarta, to C0(Ω) = C (Ω) = Cb(Ω). 6 / 13



Stw. C0(Ω) jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni Banacha
(Cb(Ω), ‖ · ‖∞). Zatem (C0(Ω), ‖ · ‖∞) jest przestrzeni¡ Banacha.

Dowód: Niech x , y ∈ C0(Ω) i ε > 0. Zauwa»my, »e

{t : |x(t) + y(t)| ­ ε}︸ ︷︷ ︸
domkni¦ty

⊆ {t : |x(t)| ­ ε/2} ∪ {t : |y(t)| ­ ε/2}︸ ︷︷ ︸
zbiór zwarty, jako suma dwóch zwartych

.

Zatem {t : |x(t) + y(t)| ­ ε} zwarty, jako domkni¦ty podzbiór
zbioru zwartego. Czyli x + y ∈ C0(Ω). Dla λ ∈ F zbiór
{t : |λx(t)| ­ ε} = {t : |x(t)| ­ ε

|λ|} zwarty, wi¦c λx ∈ C0(Ω).

Ponadto, ‖x‖∞ = maxt∈Ω |x(t)| <∞, bo |x(t)| ci¡gªa na zbiorze
zwartym {t : |x(t)| ­ ε}. Zatem C0(Ω) ⊆ Cb(Ω) podprzestrze«.

�Domkni¦to±¢�: Niech {xn}∞n=1 ⊆ C0(Ω) ci¡g zbie»ny do pewnego
x ∈ Cb(Ω). Dla du»ych n ∈ N mamy ‖xn − x‖∞ < ε

2
i wtedy

{t : |x(t)| ­ ε} ⊆ {t : |xn(t)| ­ ε/2}.
St¡d {t : |x(t)| ­ ε} zwarty, jako domkni¦ty podzbiór zbioru
zwartego. Zatem x ∈ C0(Ω). �
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Na przestrzeni dyskretnej wszystkie funkcje s¡ ci¡gªe!
Ci¡gi to funkcje na zbiorze N!

Wn. Je±li Ω = N jest przestrzeni¡ dyskretn¡, to Cb(Ω) mo»na
uto»sami¢ z przestrzeni¡ ci¡gów ograniczonych:

`∞ := {x = (x(1), x(2), ...) : sup
k∈N
|x(k)| <∞}

wyposa»on¡ w norm¦ ‖x‖∞ := sup
k∈N
|x(k)|. Natomiast C0(Ω)

mo»na uto»sami¢ z przestrzeni¡ ci¡gów zbie»nych do zera:

c0 := {x = (x(1), x(2), ...) : lim
k→∞

x(k) = 0}.

Dowód: Znikanie w niesko«czono±ci funkcji x : N→ F jest

równowa»ne temu, »e ci¡g {x(k)}∞k=1 zbiega do zera:

x ∈ C0(N) ⇐⇒ ∀ε>0 {k ∈ N : |x(k)| ­ ε} zwarty =

w przestrzeni
dyskretnej

sko«czony

⇐⇒ ∀ε>0 ∃N∈N∀k>N |x(k)| < ε ⇐⇒ x ∈ c0.
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Rozwa»my równie» przestrze« ci¡gów zbie»nych:

c := {x = (x(1), x(2), ...) : ∃
x(∞)∈F lim

k→∞
x(k) = x(∞)}.

Jako »e ci¡gi zbie»ne s¡ ograniczone oraz granica zachowuje
kombinacje liniowe, to c jest podprzestrzeni¡ liniow¡ `∞. Ponadto
c jest domkni¦ta w `∞. Aby to udowodni¢, trzeba pokaza¢, »e

�ci¡g zbie»ny ci¡gów zbie»nych jest zbie»ny do ci¡gu zbie»nego�.

Wn. Mamy nast¦puj¡ce przestrzenie Banacha

c0 ⊆ c ⊆ `∞

z norm¡ ‖x‖∞ := supk∈N |x(k)|.

Uw. Przestrze« ci¡gów sko«czonych:

c00 = {x = (x(1), x(2), ..., x(N), 0, 0, ...) : N ∈ N, x(k) ∈ F}.

jest g¦st¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni c0.
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No±nikiem funkcji x : Ω→ F nazywamy zbiór domkni¦ty

supp(x) := {t ∈ Ω : x(t) 6= 0}.

Prz. Je±li Ω = R oraz x = 1Q, to supp(x) = Ω.

Lem. Przestrze« funkcji ci¡gªych o zwartych no±nikach

Cc(Ω) := {x ∈ C (Ω) : supp(x) jest zbiorem zwartym}

jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni Banacha C0(Ω).

Dowód: Cc(Ω) ⊆ C0(Ω), gdy» {t ∈ Ω : |x(t)| ­ ε} ⊆ supp(x)
oraz domkni¦ty podzbiór zbioru zwartego jest zwarty. Ponadto
supp(λx) = supp(x) dla λ 6= 0 oraz

supp(x + y) ⊆ supp(x) ∪ supp(y).

St¡d wynika, »e Cc(Ω) jest przestrzeni¡ liniow¡. �
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Def. Przestrze« topologiczna Ω jest lokalnie zwarta
je±li ka»dy punkt w Ω ma otoczenie zwarte

Ω jest przestrzeni¡ Hausdor�a je±li ka»de
dwa ró»ne punkty maj¡ rozª¡czne otoczenia.

x
y

x
y

x
y

x
y

Prz. Ka»dy otwarty lub domkni¦ty podzbiór Rn jest lokalnie
zwarty. Ka»da przestrze« metryczna jest Hausdor�a.

Tw. (Lemat Urysohna). Ω lokalnie zwarta przestrze« Hausdor�a

Je±li K ⊆ U ⊆ Ω, gdzie K zwarty i U otwarty, to istnieje funkcja
ci¡gªa h : Ω→ [0, 1] ze zwartym no±nikiem zawartym w U oraz
przyjmuj¡ca warto±¢ 1 na K : supp(h) ⊆ U oraz h|K ≡ 1.

Urysohn 11 / 13



Wn. Je±li Ω lokalnie zwarta Hausdor�a, to Cc(Ω) = C0(Ω).
Zatem C0(Ω) jest uzupeªnieniem Cc(Ω) w normie supremum.

Dowód: Niech x ∈ C0(Ω). Dla ka»dego n poªó»my

Kn := {t : |x(t)| ­ 1/n}, Un := {t : |x(t)| > 1/(n + 1)}.
Wtedy Kn zwarty, Un otwarty oraz Kn ⊆ Un. Na mocy Lematu
Urysohna istnieje hn ∈ Cc(Ω) taka, »e 0 ¬ h ¬ 1, hn|Kn = 1 oraz
supp(hn) ⊆ Un. Kªad¡c xn := x · hn mamy xn ∈ Cc(Ω) oraz

‖xn−x‖∞ = sup
t∈Ω
|x(t)h(t)−x(t)| = sup

t∈Ω\Kn

|x(t)h(t)−x(t)| ¬ 2/n.

Zatem {xn}∞n=1 ⊆ Cc(Ω) zbiega do x ∈ C0(Ω). �

Prz. Dla przestrzeni dyskretnej Ω = N przestrze« funkcji Cc(Ω)
mo»emy uto»sami¢ z przestrzeni¡ ci¡gów sko«czonych:

c00 = {x = (x(1), x(2), ..., x(N), 0, 0, ...) : N ∈ N, x(k) ∈ F}.

W szczególno±ci, c00 jest g¦st¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni c0.
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Podsumowanie (±ci¡gawka)

C (Ω) - przestrze« funkcji ci¡gªych (przestrze« liniowa)

Cb(Ω) - przestrze« funkcji ci¡gªych i ograniczonych

C0(Ω) - przestrze« funkcji ci¡gªych i znikaj¡cych w ∞

} przestrzenie
Banacha z norm¡
‖x‖∞ = sup

t∈Ω
|x(t)|

Cb(Ω) - przestrze« funkcji ci¡gªych i ograniczonych

C0(Ω) - przestrze« funkcji ci¡gªych i znikaj¡cych w ∞
Cc(Ω) - przestrze« funkcji ci¡gªych o zwartych no±nikach

Cc(Ω) ⊆ C0(Ω) ⊆ Cb(Ω) ⊆ C (Ω)

Ω zwarta ⇐⇒ Cc(Ω) = C0(Ω) = Cb(Ω) = C (Ω)

Ω lokalnie zwarta Hausdor�a =⇒ Cc(Ω)
‖·‖∞

= C0(Ω)

`∞ - przestrze« ci¡gów ograniczonych

c - przestrze« ci¡gów zbie»nych

c0 - przestrze« ci¡gów zbie»nych do zera

przestrzenie Banacha z norm¡

‖x‖∞ = sup
k∈N
|x(k)|

`∞ - przestrze« ci¡gów ograniczonych

c - przestrze« ci¡gów zbie»nych

c0 - przestrze« ci¡gów zbie»nych do zera

c00 - przestrze« ci¡gów sko«czonych (niezupeªna)

c00 ⊆ c0 = c00
‖·‖∞ ⊆ c ⊆ `∞
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